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­¯®d°�±²°�³=´¶µ�·
¸º¹
»:¼d°�±�·
³�»�°�½�°"¾¿µ"± »�·�¼dÀBÁ�ÂdÃ�À
Ä

• ÅBÆ"Ç È É Ê"Ç ËÍÌ �"�"Î"Ï��3Ð Ë � Æ"Ñ3È É �"Ò Ë Î�Ï É # Æ"Ç È �3Ò Ë � Æ Ï Ç Ó
• Ô � Ñ !KÕ É ÎK#Ö� Ó�Ñ�Ç � É #×��Ò Ó
Ñ �"#�Õ É Ò"� È É �"ÒK�
Ø Ì �"�"Î"Ï
• ÙDÈ Ó&Ê"É Ñ � Ç�Ñ �"#�Õ É Ò"� È É �"Ò"Ú"�ÍÕ Æ Ò"Î Ç ËÍÛ “ Ü Õ É Î�ÝTÞ ß"ßKØ ��Ð È ! ËÍà�á
â"á
ãRä ��Ò"Î Ñ � Æ"Ñ ! ” )

• Å �"Ð ËÍÑ �"# Ê"Ç Ë�å�Ñ �"#�Õ É Ò"� È É �"Ò"Ï���Ð ËÍÊ �"Ï Ï É Õ Ç Ë
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æç·
± »
èÍ°�± »
·¥¼Ué�µ�·
¸�êO½ ´T¸ë´�¼Í±�°�³&» ±:ìí°�¼dî×À3¾
¹UÀ:± » ± ¾s±�°�¹
»�½ »:±:ì

• ã �"# Ê"Ç Ë # Ë Ò È ��Ð Ó�Ì �"�"Î"Ï�!"��� Ë �sÏ Æ"Ê"Ë Ð ��Î"Î É È É � ËÍÆ"È É Ç É È Ó Ø Æ Ò Ñ�È É �"Ò"Ú
• ï � ð3�:ñ ��ò �
ó ï � ð�� ò ��ô ï � ð �?ò �
• õ �s| ��z=z:ö3| � z:�Rz:ñ ï � ð��:ñ ��ò ��ó"ó
÷ �&ø | ï � ð�� ò ��ù ï � ð ��ò �
ùK÷
• ú ö3���sû3ü z:ý&�3} þ þ z � z:�3|&y z:���sz:�3| y?~3þ"�Tþ ü } ����|

•
 Æ Õ"Ï È É È Æ�È ��Õ Ç ËsÌ �"�"Î"Ï�!"��� Ë �RÏ Æ Õ���Î"Î É È É � ËsÆ"È É Ç É È Ó Ø Æ Ò Ñ�È É �"Ò"Ú
• ï � ð3�:ñ ��ò �
ÿ ï � ð�� ò ��ô ï � ð �?ò �
• õ �s| ��z=z:ö3| � z:�Rz:ñ ï � ð��:ñ ��ò ��ù��s�:ö������ ð�� ò �¥ñ���� ð �?ò ���
• ú ö3���sû3ü z:y ý&���T��} | z:�R| } {
	�z |������R���Tz:ü | ��| } {
	�z |
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� èÍ´&³=è¥»
´�
ç·����¶´=µ�±:¾Í³=´

• � !"� È can Ó � Æ Õ É Î"Ú à ! ËÍË3å�Ê Ð Ë Ï Ï É � Ë
Ê ��� Ë Ð���Ø¥Î É Ø Ø Ë Ð Ë Ò È Õ É Î�Î É Ò Ì
languages

• � !"� È should Ó � Æ Õ É Î"Ú ÙDÈ ��Ï È Ë Ø �"Ð È ! Ë
Ì �3# ËÍÈ ! Ë �"Ð Ó ��Ø ãsÙ Ï

• ã �"# Ê"Æ"È � È É �"Ò"� Ç�Ñ �"# Ê"Ç Ë3å�É È Ó ��Ø ãÍÙ Ï
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� èÍ´&³�è¥»
´�
 ·����¶´=µ�±:¾Í³?´

� � !"� È�Ñ ��Ò Ó � Æ Õ É Î"Ú à ! ËÍË3å�Ê Ð Ë Ï Ï É � Ë
Ê ��� Ë Ð?��Ø
Î É Ø Ø Ë Ð Ë Ò È Õ É Î�Î É Ò Ì
languages

• � !"� È Ï !"� Æ"Ç Î Ó � Æ Õ É Î"Ú Ù¶È ��Ï È Ë Ø �"Ð È ! Ë
Ì ��# ËÍÈ ! Ë �"Ð Ó �
Ø ãÍÙ Ï

• ã �"# Ê"Æ"È � È É �"Ò"� Ç�Ñ �"# Ê"Ç Ë3å�É È Ó �
Ø ãÍÙ Ï
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�D»"î
î�» ¼�� �D°�¼��¥¾¿°��
´�� ´���¾Í»:³=´�¸ ´�¼Í±"À

Ù Õ É Î É ÏR�RÎ Ë�Ñ3Ç �3Ð � È É �"Ò���Ø¥�Í�"� Ç Æ � È É �"Ò�Ø Æ Ò Ñ3È É �"Ò
	 È ! Ë Õ É Î"Î É Ò ÌKÇ �3Ò Ì&Æ � Ì�Ë # Æ Ï È Õ Ë Ú

• Expressive
• ú ��~ ø �3�Í| ~R� z:û�� z y z:��|��:ü ü ï ��ü ø �:| } ~3�Íþ ø �3{ | } ~3��y

• Concise

• Natural
• ú �:y � þ ~��
� ø �s����y?| ~ ø ���3z � y | �����

• Tractable
• ú �:y � þ ~���� ø {:| } ~��3z:z ���:ü �3~3� } | �&�sy�| ~s�����3��ü z
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��¼dÀ:± ³�¾¿µ"± ¾Í³�´=î�¹
»�î
î�» ¼��B»�À�»
¸�ê
³=°�µ�± »�µ�°�½

• �RÉ Î"Î Ë Ð¥Ï Ë Ò"Î"Ï�! É Ï Ë Ò È É Ð Ë ��� Ç Æ � È É �"Ò�Ø Æ Ò Ñ3È É �"Ò Û �"� Ë Ð�� Ç Ç
Ê �"Ï Ï É Õ Ç Ë� Ç Ç � Ñ � È É �"Ò"Ï 
 È �K� Æ"Ñ�È É �"Ò Ë�Ë Ð �
• � � ~ � ü z3�Rý ú ö&û3~��3z:��| } �:ü�y } ��z

• �RÉ Î"Î Ë Ð¥Ï Ë Ò"Î"Ï�! É Ï���� Ç Æ � È É �"Ò���ÏT� Ñ �"# Ê"Æ"È Ë Ð Ê Ð � Ì Ð ��#
• � � ~ � ü z3�Rý&� z � ø } � z:y?z ö�û�~3��z:�3| } �:ü��:{:{:z y y ��� ��� � � ø {:| } ~��3z:z ����ü �3~�� } | �&�
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�U®U´D°R½ ±�´�³&¼d°�± »
èÍ´�é�À:± ³�¾dµ�± ¾Í³=´=îº¹
»�î
î�» ¼��

• à ! Ë Õ"�3Ï É Ñ Õ Æ"É Ç Î É Ò Ì Õ Ç � Ñ�� Ú"� È �"# É Ñ Õ É Î Û É # Ê"Ç É Ñ3É È�Ù���� 

• � } � û3~�� | y ý�ð take- ~�þ þ"� } ���3| ñ ü ������} �3�s� } ���3| ò

• Å �"Ð ËÍÑ �"# Ê"Ç Ë3å Ú�"û3z:{ | � ø �sý�ð�þ � z � ø z:��{ � - � ò
����� ð3þ � z � ø z:��{ � - � ò� z | �T~�� 	sü } ��	�y ý&ð�� —b,b—{ ò
� � � ð3� —d,d—c}

• Ù Î"Î É Ò Ì�Ñ �"Ò"Ï È Ð � É Ò È Ï:Ú
�"! {:~3��þ } � ø � �:| } ~3��ý�ð��3} y 	sy } �3z=ó�#3÷&�²ñ�y û�z:z:�Tó$#&%�' y z { ò
ú � ø �:ü } | � {:~��3y | � �:} ��| y ý�ð�{:�3��} ��ñ�y ~�þ � ò – ~3þ¥�R�:| {:��} �3�Í{:~�ü ~�� y�
} �RzR{:~3��y | � �:} �3| y ý�ð�| � ø {
	sþ ~��)(Í�3~ ø � y�ñ�þ ~3� 	3ü } þ |�þ ~��$#
��~ ø ��� ü �:| z r)}

* r n"\�n"] h \ r h tT] h a�b k h k j3["\ n
+Ín"["_Kk h�l n"["\ b a�k
,
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Assumptions

• � � Ë&å�È Ë Ð Ò"� Ç É È É Ë Ï

• - Ð Ë�Ë Î É Ï Ê �"Ï � Ç

• Nothing-for-nothing
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. »
¸�êO½ ´¶µ�°�À¥´�é?»�î
´&¼Í±:»"µT°�½��
·Í·Íî
À
(aka / AD<=F E > M�F 9d<=H=> E�JRG=VÍC¶J > H=Q=F 9²Q�G=G?@�0$1

• � �3�3} | } ï z ï �:ü ø �3| } ~3�3y ý ï i
� �&�
ùK{32 �
2

• Single-} | z�� ï �:ü ø ��| } ~3��y ý ï i
� ��� ù�{�þ ~��
�:ü ü�� ≠{ }

• �Rz:�3z � �:ü�y � �s�Íz:| � } { ï �:ü ø ��| } ~��3y ý
• j’ th

� � � 4Ö� �
5 ¡ � §�� ¢�¡ �
pj

• vi
� 63¬87

Σj=1
|S| pj

• Downward-y ü ~�û3} �3� ï �:ü ø ��| } ~��3y ý pj >= pj+1
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�U®U´9�
´"¼¿´&³=°T½
µT°�À
´xÁ�î�»�À�± » ¼dµ�±:�
·s·Íî
À¥Ä

ÙÍÈ �"# É Ñ
Û ;3Ù�����< 
¥Õ É Î�Ú
• ({ left- y ~3{
	�ñ�� } ���3| -sock} ,10)

• %Öz ���3} �3��ý ï � ��� ù
#�÷s} þ�� ⊂�>=�÷Í~�| ��z � ��} y z

? ä Õ É Î�Ú
• � ð3���Tñ � ! ��ò ñ @�÷3� ��� � ð3� ø } | �:� ò ñ #�÷3÷�� � � � ð Xbox,TV} ,1000)

• %Öz ���3} �3��ý�� ï 1

��� ï 2
� � ����ù maxR,T⊂S,R∩T={ } v1

� A¥¬&B�5
2(T)

•
� ~3| z ý ï � ð����Rñ � ! � ñ Xbox

ò � ù
#�÷3÷&÷3ñ&�3~�|&#�÷&@�÷

C ? ä Õ É Î
Ú
• � ð3���Tñ � ! ��ò ñ @�÷3� � � � � ð � ~3~�	 ò ñ #3÷�� ����� � ð3���Tñ � � � ò ñ #3÷&÷3�
• %Öz ���3} �3��ý�� ï 1

����� ï 2
� � ����ù��s�:ö3� ï 1(S),v2(S)
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���sê
³=´=À
À�»
ès´��º·�
 ´&³D°�¼dî×Â¶·�¼¿µ"»"À¥´&¼U´=À
À

Theorem:
? ä Õ É Î"Ï Ñ ��Ò�Ð Ë3Ê Ð Ë Ï Ë Ò È � Ç Ç �"� Ç Æ � È É �"Ò"Ï � É È !"� Æ"È Ï Æ Õ"Ï È É È Æ�È ��Õ É Ç É È É Ë Ï

Theorem:
C ? ä Õ É Î"Ï Ñ ��Ò�Ð Ë3Ê Ð Ë Ï Ë Ò È � Ç Ç �"� Ç Æ � È É �"Ò"Ï

Theorem: Ù Î"Î É È É � Ë �"� Ç Æ � È É �"Ò"Ï Ñ ��ÒKÕ Ë Ð Ë3Ê Ð Ë Ï Ë Ò È Ë Î Ç É Ò Ë ��Ð Ç Ó � É È ! ? ä Õ É Î"Ï âÕ Æ"È �"Ò Ç Ó�Ë�å&Ê �"Ò Ë Ò È É � Ç Ç Ó � É È ! C ? ä Õ É Î"Ï
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æ ·¥³�´DÂ¶·
¸�ê²½ ´�� �¶°�¼���¾d° �Í´=À

• OR-of-XORs

• XOR-of-ORs

•
^"\ r h ] boolean structures…
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� � ¾U¸ë¸¶ì	��
 ·
·Íî
À

• Û�� ��
 â Þ ß

 C ? äºÛ�� Õ â Ñ 
 â � ß

 � Û�� � â å 
 â Þ ß

 ? ä�Û�� Õ â Ñ&â å 
 â Þ ß


• ös} y?| ��z�� ø �Í� � ��~3~3�
• �
��z�} �3z �:ý���� � ��z:{:z:�3| !�� ��} ü ü��3z ï z �¥��� ����|�| �3z=| �T~ � } ��y?y } � ø ü | ����z:~ usly

• �DÉ È !�Î Æ #�# Ó�Ì �"�"Î"Ï â ? ä�Ñ ��Ò�Ð Ë3Ê Ð Ë Ï Ë Ò È ��Ò Ó Ø Æ Ò Ñ�È É �"Ò

• � ���x#Ö��Ò Ó Î Æ #�# ÓKÌ �"�"Î"Ï��3Ð Ë Ò Ë�Ë Î Ë Î��
• õ �s| ��z��T~�� y |�{ �:y z ñ�z:ö&û3~��3z:�3| } �:ü ü � �R��� �

• ��� ¡ 4���� � � � ©�����¡ ª � ¤ � � ��� §:�3� � � � �
• OR-of-XORsý&y ñ��R�3z � z=y?} y�| �3z�� ø � � z ��~3þ"�:| ~��s} { � } ��y?} �s| ��z�} �3û ø |
• XOR-of-ORsý&y 2
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Tractability

• �RÉ Î É Ò È Ë Ð Ê Ð Ë3È � È É �"Ò"Ú�� É � Ë Ò È ! Ë Õ É Î���Ò"Î��sÏ Ë�È ��Ø Ì �"�"Î"Ï â Î Ë3È Ë Ð # É Ò ËÍÈ ! Ë�"� Ç Æ � È É ��Ò��"Ø È ! Ë Ï Ë3È

•
� È �"# É Ñ�â C ? ä Õ É Î"Ï:Ú Ü Ò È Ë Ð Ê Ð Ë3È Ë Î É Ò Ê � Ç Ó Ò"�"# É � Ç
Û É Ò"Î Ë3Ë Î â��¥Ç É Ò Ë ��Ð 
 È É me

• ÙÍÇ Ç � È ! Ë Ð¥Õ É Î�Ø �"Ð #Ö� È Ï:Ú äRË��"Æ"É Ð ËsË�å�Ê �"Ò Ë Ò È É � Ç�È É # Ë
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� èÍ´&³=è¥»
´�
ç·����¶´=µ�±:¾Í³=´

• � !"� È�Ñ �3Ò Ó � Æ Õ É Î"Ú à ! ËÍË3å�Ê Ð Ë Ï Ï É � Ë
Ê ��� Ë Ð?��Ø¥Î É Ø Ø Ë Ð Ë Ò È Õ É Î�Î É Ò Ì
languages

� � !"� È Ï !"� Æ"Ç Î Ó � Æ Õ É Î"Ú ÙDÈ ��Ï È Ë Ø �"Ð È ! Ë
Ì �3# ËÍÈ ! Ë �"Ð Ó ��Ø ãsÙ Ï

• ã �"# Ê"Æ"È � È É �"Ò"� Ç�Ñ �"# Ê"Ç Ë3å�É È Ó ��Ø ãÍÙ Ï
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� 
�·ºì¿°"³?î
À�± »�µ� UÀ ��·¥³D°�¾dµ�± »�·�¼íî
´=À:»)�¥¼

• äsË � Ë Ò Æ"Ë #Ö� å�É # É ! � È É �"Ò"Ú à ! Ë Ï Ë3Ç Ç Ë Ð�Ï !"� Æ"Ç Î Ë3å�È Ð � Ñ�È�È ! Ë ! É Ì ! Ë Ï È
Ê �"Ï Ï É Õ Ç ËsÊ Ð É Ñ�Ë

• Ô Ø Ø É Ñ�É Ë Ò Ñ�Ó Ú à ! Ë Õ Æ"Ó&Ë Ð Û Ï3
 � É È ! È ! Ë ! É Ì ! Ë Ï È ��� Ç Æ � È É �"Ò Ì�Ë3È�È ! ËÍÌ �"� d(s)

• à ! ËÍÇ � È È Ë Ð É Ï Æ Ï Æ � Ç Ç Ó � Ñ ! É Ë � Ë Î�Õ Ó�Ë Ò"Ï Æ Ð É Ò Ì ;�É Ò Ñ3Ë Ò È É � ËÍÑ �"# Ê � È É Õ É Ç É È Ó&< –Õ É Î"Î Ë Ð Ï���Ð ËÍÉ Ò Ñ3Ë Ò È Ë Î È �KÕ É Î È ! Ë3É Ð È Ð Æ"È !���� Ç Æ"Ë3â ��Ò"Î�! Ë Ò Ñ�Ë #�� å�É # É !�É Ò Ì �"� Ë Ð
È !"�"Ï Ë Õ É Î"ÏT� Ç Ï � Ë Ò"Ï Æ Ð Ë Ï Ë Ø Ø É Ñ�É Ë Ò Ñ3Ó �

Z k�n q f h o o:b a�b h ["\ , w ^ h k�b \ l n
+�b l b " h ] h$#�h ["` h ,
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�U®U´�� °��"è
´¶ÂÖÃç»"À�¼d·¥±K» ¼dµT´&¼Í±:»�è
´DµT·
¸ºê²°"± » ¹U½ ´

• Naï
� ËÍãÍÙ Ú � É � Ë Ò��sÏ Ë�È ��Ø
Õ É Î"Ï��"Ò�Õ Æ Ò"Î Ç Ë Ï â � Æ"Ñ3È É �"Ò Ë�Ë Ð?Ø É Ò"Î"ÏT�sÏ Æ Õ"Ï Ë3È

Ñ �"Ò È � É Ò É Ò Ì Ò"�"Ò -Ñ �"Ò"Ø Ç É Ñ�È É Ò Ì Õ É Î"Ï È !"� È #�� å&É # É !3Ë ÏTÐ Ë � Ë Ò Æ"Ë3â ��Ò"Î Ñ !"�3Ð Ì&Ë Ï Ë � Ñ !� É Ò"Ò É Ò Ì Õ É Î"Î Ë Ð�! É ÏTÕ É Î

• à ! É Ï É Ï�Ò"� È�É Ò Ñ�Ë Ò È É � ËÍÑ �"# Ê � È É Õ Ç Ë�â ��Ò"Î È ! Æ Ï�Ò"� È�Û Ë3Ñ �"Ò��"# É Ñ � Ç Ç Ó 
 Ë Ø ficient

• Ô=å ��# Ê"Ç Ë Ú
• v1

� ö3� ù
@&÷3ñ ï 1
� � � ù
@�÷3ñ ï 1(x,y)=100

• v2
� ö3� ù"�8@3ñ ï 2

� � � ù"÷�ñ ï 2(x,y)=75

• �RÉ Î"Î Ë ÐÍÞ�!"��Ï É Ò Ñ3Ë Ò È É � ËÍÈ � ;�Ç É Ë�< ��Ò"Î Ñ�Ç � É #
• v1’

� � ¬ 73�����35 1’ � �:¬ 7�� �35 1’ (x,y)=100
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�¶´�À¥À
·�¼dÀ � ³=·
¸ ±:®U´DÀ�» ¼��
½ ´¶î�»
¸ë´"¼¿À�»
·¥¼¿°R½�µ�°�À¥´
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